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RESUMO

O presente artigo tem como finalidade socializar aos leitores as possibilidades de observar
gue os fractais constituem um campo de investigagcdo gigantesco na matematica atual e que
apresentam propriedades fascinantes capazes de serem compreendidas por meio de sua
beleza, aspectos, caracteristicas e semelhancgas. A identificacdo de métodos de ensino da
geometria por meio dos fractais e de suas estruturas geométricas é relevante uma vez que a
geometria fractal € um ramo da matematica que nao é vista nas salas de aula, com base
nisso, destaca-se a importdncia desse conhecimento ser divulgado para alunos e
professores.
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ABSTRACT

The purpose of this study is to socialize the readers with the possibilities of observe that the
fractals consist in a giant research in the actual mathematic and they show fascinating
properties that may be comprised for their beauty, aspects, characteristics and similarities.
The finding of geometry teaching methods using fractals and their geometric structures is
relevant since the fractal geometry is a part of mathematic that is not seen by the students in
school. This knowledge need to be expanded to students and professors.

Keywords: Mathematic; Fractals; Fractal Geometry.

1. INTRODUCAO por meio dos fractais, despertando a
curiosidade dos alunos e identificando

Busca-se levantar informacdes suas formas na natureza. Existe a
sobre os métodos de ensino da geometria necessidade de identificar métodos de
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ensino da geometria por meio dos fractais
e de suas estruturas geométricas com
intuito de divulgar o conhecimento para
alunos e professores ja que a geometria
fractal € um ramo da matematica que nao
é vista nas salas de aula. E possivel
observar as  propriedades e o0
comportamento dos fractais usando a
matematica.

Através dessa pesquisa
bibliogréfica, pretende-se ressaltar a
importancia do uso dos fractais no ensino
da matemética e relacionar os diversos
tipos de fractais existentes.

2. FUNDAMENTAGAO TEORICA
2.1. DEFINICAO DE FRACTAL

Os fractais séo aplicados em
ciéncia, tecnologia e arte usadas em
computadores. Sao objetos geométricos
que podem ser divididos em partes e cada
uma pode ser semelhante a original. Os
fractais tém infinitos detalhes, geralmente
sdo alto similares e independentes de
uma escala; sdao de beleza e
complexidade infinita e ligados as formas
da natureza.

Segundo Capra (2004 p.118), “a
nocdo de fractal, ilustra a propriedade da
“auto-similaridade”, como por exemplo,
um pedaco de uma couve-flor arrancado”.
Para o autor, essa demonstracdo de
dividir em partes, associa-se a forma do
todo que é semelhante a si mesmo em
todos os niveis de escala.

Para Moreira (1999), os fractais sao
conjuntos cuja forma €é extremamente
irregular ou fragmentada e tém
essencialmente a mesma estrutura em
todas as escalas. Porém, somente ha
poucos anos, com o desenvolvimento e
aperfeicoamento dos computadores, a
Geometria Fractal vem se consolidando.
De acordo com Morais (2007, p. 10).

A propriedade mais notavel dessas
formas “fractais” € que seus padrdes
caracteristicos, sua repeticdo
encontrada em escala descendente, de
modo que suas partes, em qualquer
escala, sédo na forma, semelhantes ao
todo e subdividindo indefinidamente em
partes.

Para Morais (2007), os fractais que
surgem por meio dos computadores séo
belos, fascinantes e possuem uma infinita
estrutura e complexidade, chamando a
atencdo das pessoas pela sua estética,
sendo assim reconhecidos até pelo
mundo das artes. Os fractais além de
serem usados nas artes, podem ser
também encontrados na mdsica, no
cinema e em outras areas de estudo como
na Arquitetura e no Urbanismo.

Nesse sentido, uma definicdo
classica para esse estudo é demonstrada
por Stewart (1996, p.12) que diz que: “os
fractais sdo formas geométricas que
repetem sua estrutura em escalas cada
vez menores”.

Assim, para este autor, o fractal é
um objeto que ndo perde a sua definicdo
formal a medida que é ampliado inUmeras
vezes, mantendo a sua estrutura idéntica
a original.

2.2. ESTRUTURA E CLASSIFICACAO
DOS FRACTAIS

A estrutura dos fractais pode ser
classificada em trés categorias principais.
Essas categorias podem ser determinadas
pelo modo como o fractal € formado ou
gerado.

12 - Sistema de func¢des iteradas: De
acordo com Fractal (2006), os fractais
deterministicos, também conhecidos como
fractais geométricos, sdo subconjuntos
gerados por transformagBes geométricas
simples do préprio objeto nele mesmo;
possuem uma regra fixa de substituicao
geométrica, aplicada a cada iteracdo
como, por exemplo, a curva de Peano, 0
floco de neve de Koch e a esponja de
Menger.

Para a Universidade de Lisboa
(2006,) a curva de Peano apresentada em
1890 por Giuseppe Peano (1858 — 1932)
€ um exemplo de fractal geométrico que
preenche o plano. Nesse sentido, estudos
da universidade mostram uma curva que
preenche o plano, passa por todos os
pontos de uma area, acabando por ocupa-
la na totalidade. Assim, o ponto de partida
para a construcdo da curva de Peano é
um segmento. O estudo mostra que, na 12
etapa, o segmento é substituido por nove
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segmentos de comprimento igual a um
terco do comprimento do segmento inicial
(primeira imagem da figura 1). Esses
novos segmentos constituem a primeira
etapa da construcdo da curva de Peano.
Depois, 0 processo aplica-se a cada um
dos nove segmentos, até o infinito.

Figura 1. Construcdo da Curva de Peano
(Universidade de Lisboa 2006).

Para Giuseppe Peano (1890), a
curva de Peano, levando a construcdo
anterior ao infinito, serd uma superficie
toda preenchida; deduz-se que serd um
losango.

Para os autores Secco e Rocha
(2004), o floco de neve de Koch é um
fractal geométrico classico, simples de ser
entendido. Assim, o0s autores afirmam
qgue, partindo de um triangulo equilatero,
divide-se cada lado em trés segmentos —
(figura 2).

Figura 2. Construcdo da Curva de Peano
(Universidade de Lisboa 2006).

Além disso, temos a esponja de
Menger (figura 3), que faz referencia ao
matematico austriaco Karl Menger (1902-
1985), seu criador, denominado um dos
mais curiosos. Para o autor Machado Neto
(2004), podemos obter a esponja de
Menger a partir de um cubo, dividindo-o
em 27 cubinhos de arestas com 1/3 do
tamanho da aresta original, removendo a
peca central e cada um dos seis cubos
centrais de cada face, ou seja, sete dos

27 cubinhos sé@o removidos. A partir desse
estagio, repete-se o processo com os 20
cubinhos restantes e, assim por diante,
infinitas vezes.

Figura 3. Esponja de Menger, terceiro estagio
(UFRJ 2007).

22 - Fractais
computadores:

Para Fernandes (2007), os fractais
gerados por computadores sdo chamados
de fractais de fuga. Um exemplo desse
tipo é o conjunto de Mandelbrot, um dos
fractais mais conhecidos, uma figura téo
complexa que seria impossivel conhecé-la
ao longo de uma vida inteira.

3?2 - Fractais aleatorios:

“Sao chamados os fractais naturais,
guando o todo é semelhante a uma parte
ampliada dizemos que ele é um fractal
aleatério” (FERNADES, 2007.p.18). Um
exemplo é o relampago.

gerados  por

Figura 4. Reldmpagos (Universidade de
Lisboa 2007).

Fernandes (2007) define outros trés
tipos de auto-similaridade: auto-
similaridade exata, que é a forma mais
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marcante, o fractal é idéntico em
diferentes escalas; quase auto-
similaridade, € uma forma mais solta, o
fractal é aproximadamente idéntico em
escalas diferentes;  auto-similaridade
estatistica, o fractal possui medidas
numeéricas ou estatisticas que sao
preservadas em diferentes escalas.

E importante frisar que nem todo
objeto  auto-similares sdo fractais.
Fernandes (2007) nos mostra como
exemplo que uma linha Euclidiana é
exatamente auto-similar, mas 0
argumento de que objetos Euclidianos sdo
fractais é defendido por poucos.

2.3. FRACTAIS NA NATUREZA

Para Stewart (1996), as formas
encontradas nos animais e nas plantas
chamam a atencdo dos matematicos ha
muitos anos, por exemplo, muitas conchas
formam espirais, as estrelas do mar
possuem um conjunto simétrico de
bragos, alguns virus adotam formas
geomeétricas regulares. Ou, até mesmo, no
modo do ser humano de padronizar seus
movimentos em sincronia com  as
condicdes diarias.

Para Fernandes (2007), a simetria
da natureza é também, muitas vezes,
imperfeita, existindo outra categoria de
padrbes naturais, padrbes que existem
onde pensavamos que tudo era aleat6rio
e sem forma, esses padrées sdo
chamados de fractais.

Para Santos; Oliveira (2004) Os
fractais podem ser encontrados em todo o
universo natural e em toda a ciéncia,
desde o aspecto das nuvens, montanhas,
arvores e relampagos, até a distribuicdo
das galéxias, assim como na arte e na
matematica.

Assim, pode-se perceber que os
fractais naturais estdo a nossa volta o
tempo todo. Basta observar as nuvens, as
montanhas, os rios e seus afluentes, os
sistemas de vasos sanguineos, como nos
afirma o autor Fernandes (2007) que
assim comeca a perceber algumas
propriedades dos fractais.

De acordo com a Universidade de
Lisboa (2006), considera-se que alguns
objetos da natureza, como montanhas,

arvores e plantas, tém propriedades
fractais.

Figura 5: Iagem de uma planta com
ramificagBes (Universidade de Lisboa 2007).

Na figura 5, a planta apresenta a
propriedade de auto-semelhanca,
caracteristica  dos  fractais. Essas
propriedades sugerem uma ligagcdo entre
os fractais e a natureza.

Como mostra Fernandes (2007),
arvores, montanhas e samambaias sao
fractais naturais que podem  ser
modelados em computadores que usam
algoritmos recursivos.

2.4. GEOMETRIA FRACTAL

Para Fernandes (2007), foi da
necessidade de se calcular e descrever
certos fendbmenos da natureza ou objetos
intricados que nao possuem forma
definida que surgiu a Geometria Fractal.
Esse estudo apresenta  estruturas
geometricamente complexas e
infinitamente variadas. Sua nomenclatura
se origina do adjetivo em latim fractus.

Barbosa (2005) evidencia que, por
meio dos fractais, existem varias
conexdes com todas as ciéncias, sendo a
geometria de fractais um meio de sanar as
deficiéncias da Geometria Euclidiana,
podendo assim explorar um estudo de
formas da natureza que podem ser
minimizadas para despertar e desenvolver
0 senso estético com o estudo da arte
aplicada a construcdo de fractais,
possibilitando provocar nos alunos a
sensacao de surpresa diante da ordem na
desordem.
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De acordo com Moreira (1999 apud
Nicoline, 2005, p.5), “os fractais sdao
conjuntos cuja forma € extremamente
irregular ou fragmentada e que tém
essencialmente a mesma estrutura em
todas as escalas”.

Nesse sentido, a geometria de
Fractal, segundo o autor, deu origem a
essa parte da matemética: “a geometria
fractal € o ramo da Matematica que
estuda as propriedades e comportamento
dos fractais (FRACTAL 2006, p. 5)". Para
0 autor, muitas situacfes que ndo podem
ser explicadas facilmente pela geometria
classica podem ser explicadas e
estudadas pelas propriedades dos fractais
aplicadas em ciéncia, tecnologia e arte
gerada por computador.

Utilizando certos programas, €
possivel encontrar a dimensao fractal de
uma costa maritima ou a fronteira de
algum pais, essas medidas variam de
acordo com a escala utlizada para
medicdo, quanto menor a escala, a
medida do contorno aumenta, provando
que esses sdo realmente fractais; pois,
quando nos aproximamos, vao
aparecendo cada vez mais detalhes.

A Teoria do Caos pode ser
considerada como a teoria que deu
origem ao estudo de objetos e formas
complexas, até entdo ndo estudadas e
que eram consideradas desorganizadas,
mas que, nha verdade, possuiam
sequéncias de detalhes em comum.
Essas formas e objetos sdo atualmente
chamados de fractais.

Para Rezende e Versignassi (2006),
por essa teoria que explica coisas
infinitamente complexas, passou a fazer
parte dessa nova ciéncia, a Teoria do
Caos.

Conforme Secco e Rocha (2004), a
Teoria do Caos pode ser vista como um
universo com sistemas, ou um conjunto de
objetos que interrelacionam,
extremamente sensiveis as condi¢cdes
iniciais, uma simples alteracdo podera
levar a uma mudanca no resultado.
Sistemas cadticos sdo indeterministicos,
seus resultados ndo sao possiveis de
serem previstos e seu comportamento nao
€ periédico.

A geometria fractal estd intimamente
ligada a Teoria do Caos. Sao as
estruturas  quebradas, complexas,
estranhas e belas desta geometria, que
conferem certa ordem ao caos, e esta é
muitas vezes caracterizada como sendo
a linguagem do caos (SANTOS;

OLIVEIRA, 2004).

2.5. APLICACOES DOS FRACTAIS E
SUA GEOMETRIA

Estudos nessa area mostram que
existem muitas conexdes entre a
geometria e a matematica, que envolvem
padrdes geométricos e numeéricos aos
quais o0s conceitos de medidas,
sucessoes, interacdes e limites adicionam
novas ideias com a auto-semelhanca e a
dimenséao de fractais.

Para Oliveira (1994), a aplicacédo de
fractais na area das ciéncias matematicas
vem sendo utilizadas com frequéncia por
bidlogos, para ajudar a compreender o
crescimento das plantas; por fisicos,
possibilitando o estudo de superficies
irregulares; por médicos, para uma nova
visdo da anatomia interna do corpo
humano e por muitas outras areas
cientificas que permitem identificar e
descrever certos fendmenos da natureza
ou objetos intricados que ndo possuem
forma definida.

O impacto dos fractais e da
geometria fractal € bastante evidente ja
gue cada vez mais estudos revelam novas
aplicacBes dos seus conceitos.

Ha outras &reas de ligacdo onde
podem ser encontrados fractais, a saber:
nas artes, na mdsica, no cinema e na
Arquitetura e Urbanismo.

Nas Artes, quando um computador é
alimentado com equacgbes, criam-se
magnificas imagens abstratas. Essas
imagens geradas por computadores séo
resultados de iteracdes, feitas de uma
forma que possibilitam a quem olhe
imagens belissimas (figura 6).
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Figura 6. Fractais artisticos gerados por
computador (Universidade de Lisboa 2006).

2.6. FRACTAIS NA SALA DE AULA

As afirmacdes dos  tedricos
mencionados na revisdo de literatura
mostram que os fractais podem ser
explorados no desenvolvimento de varias
areas da ciéncia e que abordam diversos
conteudos da mateméatica; como por
exemplo, na &lgebra, na geometria, no
céalculo, na modelagem matematica e nos
nameros complexos. Tendo sempre o
proposito de despertar o interesse dos
educandos, pelas formas, cores e
luminosidade.

Para que o estudo dos fractais seja
levado até a sala de aula, inicialmente, €
necessaria uma revisao dos conteudos de

geometria plana e espacial. Para um
segundo momento, o professor deve
apresentar imagens com propriedades
fractais como a imagem seguinte da
Universidade de Lisboa (2006):

Figura 7. Imagem de uma planta com
propriedades fractais (Universidade de Lisboa
2006).

Segundo a Universidade de Lisboa
(2006), é importante considerar objetos da
natureza, como montanhas, arvores e
plantas que tem propriedades fractais a
fim de associar o ensino da geometria ao
estudo do meio ambiente.

Para Fernandes (2007), arvores,
montanhas e samambaias sdo fractais
naturais que podem ser modelados em
computadores que usam algoritmos
recursivos. Para o autor, essa propriedade
de repetitividade fica clara em exemplos
como este; pois num ramo de uma arvore
ou na folhagem de uma samambaia pode
ser observada uma réplica em miniatura
do todo. N&o idéntico, porém semelhante
na estrutura.

Para Geloneze Neto (2001), assim
como para Siqueira (2005), a geometria
fractal € uma nova linguagem que
possibilita ao professor explorar formas
desconhecidas do cotidiano dos alunos
num ambiente matematico cheio de
propriedades e conceitos geométricos que
podem ser utilizados nas diversas areas
da matematica.
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3. CONCLUSAO

Os fractais podem ser explorados no
desenvolvimento de diversos conteldos;
como na A&lgebra, na geometria, no
célculo, na modelagem matemética e nos
nameros complexos com o proposito de
despertar o interesse dos educandos,
pelas formas, cores e luminosidade que
essas imagens apresentam ao serem
criadas no computador e quando se
trabalha com recursos audiovisuais.

Cumpre lembrar que a presente
pesquisa apresenta-se apenas de cunho
bibliografico abordando os fractais e a
geometria a partir de consultas em
revistas, jornais, livros, artigos,
dissertacbes e acervos de bibliotecas e
websites. De acordo com Gil (2007, p. 44),
pesquisas deste tipo sdo  “[.]
desenvolvidas com base em material ja
elaborado, constituido principalmente de
livros, dissertacbes, teses e artigos
cientificos”.

Através deste levantamento
bibliografico, h&d a possibilidade de
aplicacdo do uso de fractais nas diversas
areas da matematica no ensino médio e o
discernimento do assunto no ensino da
matematica.
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