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Resumo- O céncer mamario acomete milhdes de mulheres no mundo a cada ano, sendo
considerado um problema de saude publica mundial. No Brasil, esta patologia também se destaca
como a primeira nas taxas de incidéncia e mortalidade entre os canceres no sexo feminino. Neste
trabalho, descrevem-se alguns modelos matematicos populacionais classicos que consideram a
populagdo tumoral com constituicdo celular homogénea. Além disso, estes modelos foram
implementados computacionalmente e realizadas simula¢gdes numéricas comparando os resuldados
obtidos com dados experimentais in vitro extraidos de outros trabalhos. Os resultados obtidos foram
discutidos, e mostraram que o modelo de Gompertz ndo apresentou um melhor comportamento
comparado ao conjunto de dados experimentais analisados.
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1 INTRODUCAO

Por mais de 60 anos, estudos biolégicos abordam o crescimento tumoral e constituem o
propésito de muitos pesquisadores que realizam trabalhos com extensivas investigacdes
experimentais. No entanto a compreensédo da origem do cancer, do seu microambiente, e da sua
evolugdo séo questBes ainda ndo bem elucidadas. Independentemente da complexidade da cinética
do crescimento tumoral, alguns modelos matematicos podem explicitar leis relativamente simples
desta patologia (BENZEKRY et al., 2014).

Os modelos matematicos surgem como uma forma de representacao das caracteristicas de
um fendbmeno estudado, através da linguagem matematica, que possibilita manter o possivel da
complexidade e tornar este problema mais tratavel (VELTREN, 2009). A modelagem matematica
oferece uma vasta gama de possibilidades na representacdo de diversos fendmenos, oriundos das
mais diversas areas de conhecimento (BENZEKRY et al.,, 2014). Os modelos fenomenoldgicos ou
empiricos sdo equacgdes oriundas de ajustes a dados experimentais de células tumorais (VELTREN,
2009). Estes modelos permitem apos sua implementacao, simular e acompanhar simplificadamente
0s complexos processos biolégicos envolvidos na evolugdo tumoral (ENDERLING and CHAPLAIN,
2014).

Entende-se por cancer um grupo de doengas caracterizadas pela divisdo celular
descontrolada e pela capacidade de invadir estruturas orgénicas. Consideradas em conjunto sdo um
problema de saude publica mundial, estando entre as principais causas de morbidade e mortalidade
do mundo (SIEGEL et al.,2015, WHO, 2017). No cenario mundial o cAncer mamario corresponde a
principal causa morte entre as mulheres, com um namero estimado com dados do ano de 2012 1,7
milhdes de novos casos e 522 mil mortes por esta doenca (TORRE et al., 2015). Segundo estimativas
do Instituto Nacional de Cancer José Alencar Gomes da Silva (INCA), no Brasil foram estimados
57.960 novos casos para 0 ano de 2016, tendo sido registrados 14.388 6bitos no ano de
2013(BRASIL, 2017).

O cancer mamario é um dos principais problemas de saude publica da mulher, e se destaca
por sua elevada incidéncia e altas taxas de mortalidade, principalmente em paises subdesenvolvidos.
O impacto epidemiolégico desta doenca se caracteriza pela sua elevada incidéncia no sexo feminino
e pelo seu maior risco de Obitos nos diagnosticos tardios (CINTRA, 2012). Considerando a
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importancia do cancer mamario no ambito da salde coletiva mundial e nacional, tornam-se
necessarios estudos que permitam a compreensédo do seu desenvolvimento.

Neste contexto, muitos trabalhos envolvendo modelos matematicos com analises qualitativas
e quantitativas relativas a dados in vitro, in vivo e de ensaios clinicos, vém sendo desenvolvidos
visando aumentar o entendimento sobre a evolugcdo desta patologia. Além disto, estes modelos
podem agregar novas formas de descrigdo do avanco tumoral, pois a modelagem matematica tumoral
gera uma grande perspectiva em assimilar as complexas relagfes bioldgicas envolvidas no avango
da doenca, e posteriormente podera oferecer modelos eficientes para a previsdo do comportamento
tumoral ao longo do tempo (BENZEKRY et al., 2014). Sendo assim, o objetivo geral deste trabalho
consiste em estudar e compreender os principais aspectos da dinamica da proliferacdo tumoral
mamaria através do estudo, da implementacdo e da simulacdo computacional de alguns modelos
matematicos fenomenoldgicos mais usuais e simples existentes na literatura. Tais como o
conceituado modelo empirico Gompertz (GOMPERTZ, 1825), empregado para descrever o
crescimento tumoral de dados experimentais em 1964 (LAIRD, 1964).

2 METODOLOGIA

A aplicacdo de modelos com conceitos matematicos simples para fenbmenos populacionais
de células tumorais descritos por EDOs ajustam-se bem aos dados experimentais observados
(EDELSTEIN-KESHET, 1988). As origens destes modelos populacionais estdo associadas aos
nomes de Malthus (MALTHUS, 1798), Verhulst (VERHULST, 1838), Montroll (GOEL MAITRA and
MONTROLL, 1971) e Gompertz (GOMPERTZ, 1825). Tais modelos tratam do crescimento de uma
Unica espécie de populacdo, e a variavel de interesse é o nimero ou volume de células tumorais
(EDELSTEIN-KESHET, 1988).

No intuito de compreender um pouco da complexa dindmica do crescimento tumoral mamario,
selecionamos modelos matematicos fenomenolégicos populacionais: Verhulst, Montroll e Gompertz,
afim de assimilar as singularidades destes, correlacionando com as caracteristicas bioldgicas
envolvidas na progressdo tumoral ao longo do tempo. As simulagBes numéricas destes modelos
foram obtidas a partir de cddigos desenvolvidos e implementados no ambiente Python 2.7, tendo sido
utilizados diversos pacotes: Numpy, PyDDE, Scipy e Matplotlib.

Para comparar e validar os dados simulados foram extraidos os pontos dos resultados
numéricos e experimentais dos trabalhos de Liu (LIU et al, 2013) e Hinow (HINOW et al., 2007)
usando o programa gratuito G3data.

Modelagem Matematica

A estratégia geralmente utilizada para modelar um fenémeno é diminuir a complexidade
existente por meio de simplificacdes que se justificam na medida que o modelo resultante continue
servindo ao seu propdsito de ajudar a compreender e solucionar problemas (VELTREN, 2009). Pois,
0s modelos mateméaticos ndo necessitam levar em conta todos os fendmenos envolvidos na patologia
para servirem como ferramenta Util, pois estas previs@es levam a progressos empiricos e tedricos. No
entanto, uma das partes mais dificeis do processo de modelagem é escrever as equacdes
mateméticas que representam um fenémeno, partindo de hip6teses simples e avancando para as
hipéteses mais especificas através de adaptacdes e sofisticacdes das equagbes do modelo
(EDELSTEIN-KESHET, 1988).

O processo de crescimento populacional celular tumoral mamario pode ser modelado
simplificadamente usando apenas uma EDO. Através de modelos que representam o comportamento
macroscopico da proliferacdo celular por meio de uma variavel de interesse. Porém, existe uma
grande dificuldade em estimar o tamanho tumoral devido as varia¢des celulares existentes dentro do
tumor, quando se proliferam ou morrem. A evolu¢cdo populacional celular tumoral pode ser
representada pela relagdo (EDELSTEIN-KESHET, 1988; ENDERLING and CHAPLAIN, 2014):

A variagdo do numero de células vivas ao longo de um intervalo de tempo é igual a diferenca
entre o nimero de células criadas e mortas ao longo do intervalo de tempo.

O crescimento tumoral intrinseco depende do nimero de células que se reproduzem e
morrem em um intervalo de tempo At, que pode representar uma fracdo da duracao do tempo do ciclo
celular e da apoptose celular (ENDERLING and CHAPLAIN, 2014). Para melhor denotar a relacdo
acima dois parametros séo introduzidos:

Variacéo do ndmero de células = n (N(t)) At - m (N(t)) At,
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em que n e m sao parametros positivos e respectivamente associados a reprodugdo e a
morte celular, onde o evento proliferativo aumenta o niumero de células e o evento de apoptose
celular diminui o numero de células (ENDERLING and CHAPLAIN, 2014).

Considerando que o numero de células (N) pode variar continuamente ao longo do tempo,
chegamos a seguinte EDO:

dN() /dt = (n - m) N(Y).

Esta equacdo pode ser empregada para descrever matematicamente, na média, 0s
fenbmenos de crescimento populacional das células tumorais, ou seja, pode representar a taxa de
variacdo da populacdo celular neoplasica no interior do tumor ao longo do tempo (EDELSTEIN-
KESHET, 1988; ENDERLING and CHAPLAIN, 2014).

Podemos reduzir o nimero de pardmetros da Equacdo acima agrupando n e m em um Unico
parémetro, que pode ser considerado dependente do total da populagdo N, onde consideramos F(N)
= n - m. Substituindo esta funcéo, temos:

dN(D) /dt = F(N) N(Y),

onde F(N) é uma fun¢&o que representa a taxa de crescimento relativo tumoral (EDELSTEIN-
KESHET, 1988; ENDERLING and CHAPLAIN, 2014).

Diferentes consideracdes podem levar a diferentes fun¢des F(N), que aplicadas na Equacéo
base, que caracterizam os diversos modelos populacionais. Como os modelos apresentados a seguir:

Modelo de Malthus: representacdo do crescimento populacional, em propor¢do geométrica.
O modelo de Malthus considera a seguinte funcdo F(N) = a, em que a representa uma taxa de
crescimento intrinseco celular constante (EDELSTEIN-KESHET, 1988; ENDERLING and CHAPLAIN,
2014). Substituindo a fungdo do modelo de Malthus na Equacéo base, temos:

dN(t) / dt = a N(t),

Neste trabalho vamos considerar a >0, o tempo inicial t,=0, a populag&o N(t;) = Ng a condi¢céo
inicial, isto é, o numero de células tumorais a principio presentes no interior do tumor (EDELSTEIN-
KESHET, 1988; ENDERLING and CHAPLAIN, 2014). A Equa¢do do modelo de Malthus, e a
condicao inicial acima definem um problema de valor inicial (PVI), cuja solu¢éo é dada por:

N(t) = Ng e%,

logo o niimero de células N(t) apresenta um comportamento exponencial crescente se a > 0,
decrescente se a < 0 e constante se a =0 dentro dos tumores soélidos (EDELSTEIN-KESHET, 1988).

O modelo de Malthus é conhecido como Lei de Malthus ou modelo exponencial. Este modelo
€ um dos modelos mais simples utilizados na modelagem tumoral fornecendo uma representacéo
suficientemente precisa dos estagios iniciais avasculares (EDELSTEIN-KESHET, 1988; PREZIOSI,
2003). A equacdo de Malthus prediz um crescimento ilimitado ndo havendo restricbes para este
aumento tumoral, assumindo-se que todos os fatores vitais para a proliferacdo tumoral estédo
disponiveis em abundéancia (PREZIOSI, 2003). Como se sabe, a duplicagdo celular depende do
fornecimento de recursos vitais que sdo limitados, isto implica que a ndo é constante no tempo
(EDELSTEIN-KESHET, 1988). Portanto esta discrepancia entre o crescimento exponencial tumoral e
capacidade de oferta dos elementos vitais ndo pode ser desprezada (PREZIOSI, 2003).

Modelo de Verhulst: consideracdo de que uma populagdo ndo pode crescer
geometricamente por um longo periodo, devido a limitagdes na disponibilidade de recursos naturais
essenciais para sobrevivéncia (como espaco, alimentos), estas limitacdes se traduzem em uma
capacidade de suporte do sistema, isto &, o crescimento populacional tende a se estabilizar ao longo
do tempo (PREZIOSI, 2003). Estas altera¢des da taxa de crescimento intrinseco tumoral ao longo do
tempo, podem ser atribuidas ao resultado da competicdo mutua entre as células tumorais N (por
nutrientes, espaco e oxigénio, por exemplo). Estas variacbes podem ser representadas pela
introducéo de uma taxa de crescimento intrinseco, F(N) = a (7- N(t) / K), que varia linearmente com o
tamanho da populacéo tumoral (BENZEKRY et al., 2014), dada por:

dN(t) /dt =a N(t) (1- N(t) / K),
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onde o parametro K refere-se a capacidade de suporte do sistema biolégico (ENDERLING
and CHAPLAIN, 2014; PREZIOSI, 2003). A solucdo do PVI associada a Equacédo de Verhulst ao
adotarmos as constantes a e K > 0, e a condigéo inicial N(tp) = No, € dada por:

N(t) = K Ng / Ng +(K — No) e

Este modelo é conhecido como modelo de crescimento logistico, e prevé o comportamento
da proliferacéo tumoral de pequenos e grandes tumores, respectivamente com crescimento acelerado
e reduzido ao se aproximar da capacidade de carga N(t) = K. Entretanto, para este modelo o ponto de
inflexdo da curva dZN(t) /d’t=0 corresponde a taxa de variagdo maxima da populagdo tumoral
ocorrer quando o nimero de células N(t) atinge um valor igual a metade da capacidade de suporte, K
/ 2 (PREZIOSI, 2003). Nem sempre este comportamento é observado em dados experimentais, o que
motiva a proposicao de modelos mais flexiveis.

Modelo de Montroll: apresenta uma generalizagdo do modelo de Verhulst, introduzindo um
parametro 8 na funcdo F(N) = a/B (1 - (N(t) / K)ﬁ). Agora substituindo esta funcéo, temos:

dN@) /dt = (a/B) N (1- (N / K)P),

onde B fornece a rapidez com a qual a saturacdo é alcancada (PREZIOSI, 2003). Ao
considerarmos os valores constantes para os parametros a, 8 e K > 0, com condi¢ao inicial N(tp) = Ng
para t,=0, a solu¢cdo deste PVI é dada por:

N(t) = K No / No +( K# = No) €)™,

Esta equacdo é conhecida como modelo logistico generalizado, e caracterizada pela sua
maior flexibilidade associada ao parametro B que possibilita: um melhor ajuste aos dados
experimentais devido ao ponto de inflexdio de N(t) ocorrer quando N(t) = K (1 /1 +B8 )" | isto é,
depende do valor de 8 (BENZEKRY et al., 2014; PREZIOSI, 2003). E interessante perceber que a
partir das alteragbes do valor de B, este modelo possibilita: a recuperacdo do modelo de Verhulst,
guando utilizamos B8 = 1;e a obten¢cdo do modelo de Gompertz, quando aplicamos o lim B_ 0+
(PREZIOSI, 2003).

Modelo de Gompertz: corresponde ao mais amplamente aceito na oncologia clinica
(EDELSTEIN-KESHET, 1988). Isto se da devido ao seu bom ajuste aos dados em varias situa¢des da
oncologia médica e pela consequente capacidade de predicdo dessa patologia (BENZEKRY et al.,
2014). A equagédo da curva de crescimento de Gompertz pode ser obtida ao aplicarmos o lim §_ 0+
na funcdo F(N) do modelo logistico generalizado, onde extraimos a funcdo F(N) = - a In (N(t) / K).
Substituindo esta fungéo, obtemos:

dN(t) / dt = - a N(t) In (N(t) / K).

em que esta equacdo representa uma das formas do modelo de Gompertz (EDELSTEIN-
KESHET, 1988). A equacédo de Gompertz se comporta com um crescimento inicial aproximadamente
exponencial seguido por um ponto de inflexdo e posterior convergéncia para um volume maximo de
crescimento tumoral, K; ela fornece um ajuste satisfatério para os dados experimentais de
crescimento de tumores avasculares e vasculares; e permite previsdes mais realistas destes modelos
matematicos (EDELSTEIN-KESHET, 1988; PREZIOSI, 2003). O modelo de Gompertz tem solucéo
analitica, considerando N(0) = No, com Ny > 0 (BENZEKRY et al., 2014; EDELSTEIN-KESHET, 1988),
dada por:

— y0/a at
0 .
N =Noe™"" (1-¢e)

No momento atual, 0o modelo de Gompertz fundamenta a base da modelagem matematica da
cinética proliferativa de tumores sélidos, incluindo os canceres mamarios. Assim, muitos esforcos
foram documentados na literatura para compreender os mecanismos modelados por esta equacao,
surgindo muitos modelos ao longo do tempo que consideram a funcdo de crescimento de Gompertz,
originando novos modelos que abordam a dindmica de proliferacdo, bem como a descricdo e a
predicdo do tamanho tumoral (BENZEKRY et al., 2014).

Portanto, os modelos empiricos baseados na dindmica populacional celular tumoral,
desfrutam de vérios graus de sucesso quando aplicados a dados experimentais. Entretanto, um ponto
fraco comum nestes modelos é descrever por uma Unica EDO a taxa de crescimento do tumor
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desprezando a heterogeneidade celular e a distribuicdo espacial. A simplicidade destes modelos
acabam gerando uma outra dificuldade, que é relacionar os valores dos seus parametros com o
comportamento individual celular (PREZIOSI, 2003).

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados numéricos dos modelos modelos populacionais de: Malthus (MALTHUS, 1798),
Verhulst (VERHULST, 1838), Montroll (GOEL MAITRA and MONTROLL, 1971) e Gompertz
(GOMPERTZ, 1825) foram comparados com os dados experimentais extraidos dos artigos de Hinow
e colaboradores (HINOW et al., 2007), e Liu e colaboradores (LIU et al., 2013). Estes resultados
foram obtidos apés simulacao no ambiente Python usando método Simplex para facilitar o ajuste dos
parametros, depois comparados aos dados experimentais dos respectivos trabalhos (HINOW et al.,
2007; LIU et al., 2013).

Para verificacdo e andlise dos modelos selecionados, qual melhor descreveria os
comportamento dos dados experimentais, calculou-se o erro no teste computacional, onde fixamos o
valor da condigéo inicial de cada modelo NO, no valor inicial de cada banco de dados experimentais,
obtendo o melhor valor de cada parametro ap6s simulagao de otimizacdo usando o método Simplex
da biblioteca Optimize do pacote Scipy no ambiente computacional Python.

A Tabela 1 descreve o valor 6timo encontrado por este método computacional na tentativa de
aproximacdo dos dados experimentais de Hinow e colaboradores (HINOW et al., 2007). J4 a Tabela 2
apresenta o melhor valor de cada pardmetro de cada modelo apés simulagdo por este método
computacional com aproximagdo com os valores dos dados experimentais de Liu e colaboradores
(LIU et al., 2013).

Tabela 1 - Relac@o dos melhores valores resultantes para cada parametro apos as simulacgdes de
otimizacdo de cada modelo populacional em aproximacéo dos dados experimentais de Hinow e
colaboradores (HINOW et al., 2007).

Modelo Valores dos paramtros

No a B K
Verhuslt 20.000,00 1,03 1.396.760,00
Montroll 20.000,00 6,50 7,62 1.153.725,45
Gompertz 20.000,00 0,30 2.823.822,84

Fonte: Dados desta pesquisa.

Tabela 2 - Relag@o dos melhores valores resultantes para cada parametro apos as simulacdes de
otimizacdo de cada modelo populacional em aproximacéo dos dados experimentais de Liu e
colaboradores (LIU et al., 2013).

Modelo Valores dos paramtros

No a B K
Verhuslt 56.514,91 0,46 4.781.400,13
Montroll 56.514,91 19,65 47,62 2.976.466,96
Gompertz 56.514,91 0,08 47.622.198,10

Fonte: Dados desta pesquisa.

A curva de crescimento das células dos canceres mamérios, tanto in vivo, como in vitro e
como em ensaios clinicos, apresentam aproximadamente o formato da curva de Gompertz
(BENZEKRY et al.,, 2014; LIU et al.,, 2013). As Figuras 1 e 2 mostram o comportamento dos
resultados das simulacbes dos modelos populacionais na tentativa de aproxima¢do com os dados
experientais.

Porém, os resultados das simulacgdes, assim como os obtidos experimentalmente, sobre os
detalhes dos mecanismos naturais precisos que levam a este comportamento ainda permanecem
parcialmente desconhecidos (LIU et al., 2013). Pois, um conjunto complexo de processos biologicos
(englobando a regulacdo do crescimento, morte e controle do ciclo celular) cooperam para a
expansdo macroscopica do volume do tumor (BENZEKRY et al., 2014).
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Figura 1- Comparacéo dos resultados numéricos dos modelos homogéneos com os dados
experimentais de Hinow et al.
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Fonte: Dados desta pesquisa.

Figura 2- Comparagéo dos resultados numéricos dos modelos homogéneos com os dados
experimentais de Liu et al.
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Fonte: Dados desta pesquisa.
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As Figuras 1 e 2 mostram que o modelo de Montroll melhor representou o comportamento
dos dois bancos de dados experimentais. Mesmo sabendo que ao longo do tempo muitos modelos se
originaram da funcdo de crescimento de Gompertz, abordando a dindmica de proliferacdo tumoral
(LAIRD, 1964), o efeito dos tratamentos anti-cancerigenos e 0 processo de metastases e da
sobrevivéncia livre da doenca (HANIN and BUNIMOVICH-MENDRAZITSKY, 2014), bem como a
descricdo e a predicdo do tamanho tumoral (BENZEKRY et al., 2014).

Porém, os resultados obtidos na comparacgéo destes modelos homogénos, que consideram a
populagdo tumoral formada pelo mesmo tipo de células, apontou o modelo de Montroll, como o que
melhor representa 0 comportamento do crescimento tumoral mamario. Como demosntrado na Tabela
3 dos resultados dos célculos dos erros de cada modelo populacional simulado, na tentativa de
aproximacéo com cada banco de dados.

Tabela 3 - Relagdo dos valores dos erros resultantes apds cada simulacéo de otimizacdo de cada
modelo em comparacado a cada banco de dados experimentais.

Modelo Dados Hinow et al. Dados Liu et al.
Verhuslt 411,61 672,01
Montroll 177,18 323,99
Gompertz 494,09 755,49

Fonte: Dados desta pesquisa.

4 CONCLUSAO

Os modelos representam os processos do cancer referentes ao inicio do tumor, tumor
primério, metastase, dorméncia e criagdo de sitios secundarios. Um dos aspectos que tornam a
modelagem matematica fundamental para a compreenséo deste tipo de fendbmeno se deve ao fato de
que o curso natural desta patologia é impulsionado por microeventos e processos criticos
relacionados a resposta do paciente ao tratamento que em grande parte ndo sao variaveis clinicas
observaveis (HANIN and BUNIMOVICH-MENDRAZITSKY, 2014).

Neste trabalho é apresentada uma revisdo dos principais modelos populacionais que
representam o crescimento tumoral desconsiderando a sua distribuicdo espacial. Inicialmente,
buscou-se verificar entre os modelos (Malthus, Verhulst, Montroll, Gompertz) aquele que melhor
reproduz o comportamento dos dados experimentais in vitro. Neste estudo, o modelo de Montroll
forneceu resultados mais satisfatérios quando comparados com os dados experimentais,
apresentando ajustes melhores do que os obtidos com o consagrado modelo de Gompertz.
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